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A DAMAGE DETECTION ALGORITHM BASED ON SUBSTRUCTURES 
FOR LARGE SIZE STRUCTURES UNDER LIMITED MEASUREMENTS 
LEI Ying , MAO Yi-ke 
(Department of Civil Engineering, Xiamen University, Xiamen 361005, China) 
Abstract:  In this paper, a damage detection algorithm is proposed for large size structures under limited input 
and output measurements. A large size structure is decomposed into small size substructures based on its finite 
element formulation. The interconnections between adjacent substructures are treated as ‘additional unknown 
inputs’ to substructures. By sequentially utilizing the extended Kalman estimator for the extended state vector and 
a least squares estimation for the unmeasured external inputs, the algorithm can identify element dynamic 
parameters in each substructure. Structural local damage in the large size structure can be detected by tracking the 
changes in the identified values of dynamic parameters at an element level, e.g., the degrading of stiffness 
parameters. The numerical example of detecting structural damages in a relatively large size plane truss bridge 
validates the feasibility of the proposed algorithm. Compared with other approaches, the proposed algorithm 
requests fewer input and output measurements. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )u ut t t t t   Mx Cx Kx Bf B f    (1) 
其中： x 、 x 和 x分别为结构的位移、速度以及加
速度响应； M 、C 和 K 分别为结构的质量矩阵、
阻尼矩阵和刚度矩阵； ( )tf 和 ( )u tf 分别为已观测
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )u ur r r r rs s rs s rs st t t t t   B f B f M x C x K x   
(4) 
令： 
( ) ( ) ( ) ( )r r rs s rs s rs st t t t   
* *B f M x C x K x   (5) 
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2  未知激励与子结构的识别 
本文提出在未知激励和部分观测下基于扩展
的卡尔曼 (Kalman)估计和最小二乘估计的识别   
方法。 
子结构的扩展状态向量可写成： 
T T T T
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即 T T T1 2[ , ]r rZ   Z  为子结构的状态向量，
T
3rZ 为待识别
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的 子 结 构 的 未 知 参 数 ， 包 括 单 元 刚 度 rik  
( 1,2, , )i m  和阻尼系数 、 。由于结构的刚度 
和阻尼系数为时不变的常数，即 0rik  ，   ，
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rrC 和刚度矩阵 rrK 分别由未知参数向量 3rZ 组成。 
由式(9)可知，扩展状态方程是关于扩展状态向
量的非线性方程，因此式(9)可写成如下一般形式： 
( , , , , )u *r r r r rf tZ Z f f f       (10) 
而子结构上观测的部分加速度响应可写成如
下的离散形式： 
2[ ] [ ] [ ]=r r rk k k Y D Z v  
3 32 1
{ ( ) [ ] ( ) [ ]}
r rr rr r rr r
k k  Z ZD C Z K Z  
[ ] [ ] [ ] [ ]u ur r r r r rk k k k  
* *G f G f G f v   (11) 
其中： rD 为加速度传感器的位置矩阵； r G  
1
r rr r
D M B ， 1u ur r rr r
G D M B ， 1* *r r rr r
G D M B ， [ ]r kY
为 t = k t 时刻的观测向量， t 为采样步长， [ ]kv
为已知的零均值高斯白噪声向量，其协方差矩阵为




[ ] ( [ ], [ ]) [ ]r r r rk k t k k + Y h Z G f  
[ ] [ ] [ ]u ur r r rk k k 
* *G f G f v     (12) 
其中， 
( [ ], [ ])r k t k h Z  
3 32 1
{ ( ) [ ] ( ) [ ]}
 r rr rr r rr r
k k Z ZD C Z K Z 。 
采用扩展 Kalman 估计，在 ( 1)t k t   时刻
的扩展状态向量可估计如下： 
ˆ [ 1 ] [ 1 ] [ ] [ ]r r r rk k k k k k       Z Z K Y h  
* *( [ ], [ ]) [ ] [ ] [ ]}u ur r r r r r rk t k k k k  Z G f G f G f (13) 
其中： 
ˆ[ 1 ] [ 1]r rk k k k +    Z Z  
[ 1]
[ ]
( , , , , )d
t k u *
r r r rt k
f t t

 Z f f f    (14) 
ˆ [ 1 ]r k k Z 为在观测值 ( [1], [2], , [ ])r r r kY Y Y 下










rf 不能从式(12)中得到。然而，由于 t  ( 1)k t 
时刻的扩展状态向量估计值已通过式(13)得到，因
此可以由关于“附加激励”表达式的式(5)，对
( 1)t k t   时刻的 *rf 进行估计，即： 
ˆ ˆ ˆ[ 1 ] [ 1 ] [ 1 ]* *r r rs sk k k k k k        B f C x  
ˆ ˆ ˆ[ 1 ] [ 1 ] [ 1 ]rs s rs sM k k k k k k      x K x  (15) 
式中：ˆ [ 1 ]r k k 
*f 为已知 ( 1)t k t   时刻各子结
构扩展状态向量估计值下 [ 1]*r k f 的估计值；
ˆ [ 1 ]s k k x 可通过对状态向量的数值微分得到。 
在得到 ( 1)t k t   时刻子结构的扩展状态
向量 [ 1]r k Z 和界面上的“附加激励” [ 1]
*
r k f 的
估计值后，子结构所受到的未知的外部激励
[ 1]ur k f 可通过最小二乘法，由式(12)进行估计如
下： 
T 1 Tˆ [ 1] ([ ] ) [ ]u u u ur r r rk
  f G G G  
ˆ{ [ 1] ( [ 1 ], [ 1])r rk k k t k     Y h Z  
ˆ[ 1] [ 1 ]}r r r rk k k   







展的 Kalman 估计可以基于 t k t  时刻的子结构















3  平面桁架的数值算例 






密度 i  7850kg/m
3，弹性模量 iE  2×10
11N/m2，
桁架由两种长度的杆件组成，分别为 2mil  和
2 mil  ，瑞利阻尼系数由结构前两阶频率与阻尼
比进行估计，取阻尼比为 1%，可以得到 0.0226 







图 1  23 根杆件的平面简支桁架 
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i ik T k T ； 
cos sin 0 0
sin cos 0 0
0 0 cos sin









T     (18) 
式中，θ为局部坐标和整体坐标的夹角，然后将 ik 按





K k                 (19) 
其中，p 为总单元数。如图 2 所示，将桁架分成 3





3f 为子结构 2 对子结构 1 的作用力。 
子结构间作用力的表达式如式(5)所示，由于质
量阵为对角阵，所以 0rsM ，矩阵 rsK 可基于如图 2
中子结构的划分及式(17)~式(19)的整体刚度的组 
 
图 2  桁架子结构 
Fig.2  Substructures of the truss 
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装方式，由子结构界面上节点附近单元的刚度推导
得到。此外，在数值算例中 rs rsC K 。由于在节













情况：杆件 2 和杆件 22 同时发生损伤，使得两根








图 3  识别的外激励的比较 
Fig.3  Comparison of the identified external excitation 







表 1  识别结果的比较 
Table 1  Comparisons of identification results 

















1 12.654 12.745 0.72 12.654 12.349 2.41
2 8.948 9.135 2.10 6.263 6.232 0.49
3 12.654 12.596 0.46 12.654 12.333 2.53
4 8.948 8.924 0.26 8.948 9.015 0.75
5 12.654 12.454 1.58 12.654 12.844 1.51
6 8.948 8.678 3.01 8.948 8.976 0.32
7 12.654 13.137 3.82 12.654 12.707 0.42
8 8.948 8.747 2.24 8.948 9.175 2.54
子结构 1
9 12.654 13.111 3.61 12.654 12.648 0.04
9 12.654 12.449 1.62 12.654 12.666 0.10
10 8.948 8.723 2.51 8.948 8.709 2.66
11 12.654 12.458 1.55 12.654 12.504 1.19
12 8.948 9.006 0.65 8.948 8.513 4.86
13 12.654 12.688 0.27 12.654 12.596 0.46
14 8.948 8.982 0.39 8.948 9.185 2.65
子结构 2
15 12.654 12.607 0.37 12.654 12.456 1.56
15 12.654 12.96 2.42 12.654 12.698 0.35
16 8.948 9.181 2.61 8.948 8.621 3.65
17 12.654 12.703 0.39 12.654 12.611 0.34
18 8.948 8.867 0.90 8.948 8.678 3.01
19 12.654 12.742 0.70 12.654 12.638 0.12
20 8.948 8.684 2.95 8.948 8.987 0.44
21 12.654 12.617 0.29 12.654 12.533 0.95
22 8.948 9.251 3.39 6.263 6.563 4.74
子结构 3
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